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ІРРАЦІОНАЛЬНІ РІВНЯННЯ З ПАРАМЕТРАМИ
Розв’язати рівняння

Приклад 1.Розв’язати рівняння 
Розв’язання. Задане рівняння рівносильне системі:

Відповідь.  при  коренів немає при 

Приклад 2. Розв’язати рівняння 
Розв’язування.  звідки

Розв’яжемо квадратне рівняння 


Вияснимо при яких значеннях параметра а корені квадратного рівняння задовольняють умову з ОДЗ 
1) , що рівносильне системі:
.
2) , що рівносильне системі:
.
Відповідь.   при ; 
  при 
при 

Приклад 3. Розв’язати рівняння 
Розв’язування. звідки

Розв’яжемо квадратне рівняння 
 (щоб існували корені потрібно, щоб 

Вияснимо при яких значеннях параметра а корені квадратного рівняння задовольняють умову з ОДЗ 
1) що рівносильне системі:

2) 

Відповідь.  при 
при 

Приклад 4. Розв’язати рівняння: 
Розв’язання. Задане рівняння рівносильне системі:

Розглянемо наступні випадки:
1) якщо  то рівняння коренів немає;
2) якщо   то маємо систему:

Відповідь.   при ; 
при  .

Приклад 5. Розв’язати рівняння 
Розв’язання. Спершу визначимо ОДЗ рівняння: 
Множник  перетворюється у нуль при . 
Множник  перетворюється у нуль при , лише тоді, коли .
Відповідь.  при 
 при 

Приклад 6. Розв’язати рівняння 
Розв’язання.Спершу визначимо ОДЗ рівняння: 
Задане рівняння розв’яжемо шляхом заміни:  Маємо систему:

Звідки .
Маємо сукупність рівнянь:

Кожен із знайдених коренів рівняння задовольняє ОДЗ.
Відповідь.  при

Приклад 7. Розв’язати рівняння  
Розв’язання. Спершу визначимо ОДЗ рівняння: 

Виконаємо рівносильні перетворення початкового рівняння:


Із   цього  рівняння  випливає  наступне  обмеження  для  параметра  а:

 Підносимо до квадрата одержану рівність:


Враховуючи ОДЗ, отримуємо нерівність відносно а:

Отже, 
Відповідь: при 

Приклад 8. Розв’язати рівняння .
Розв’язання. Задане рівняння рівносильне системі рівнянь:

Розв’яжемо квадратне рівняння: 
При  – рівняння розв’язків немає.
Знайдемо корені рівняння при умові . 


Дослідимо існування знайдених коренів для умови 
1) . 
Врахувавши умову  матимемо існування цього кореня  при .
2) 
Врахувавши умову  матимемо існування цього кореня  при .
Відповідь.  при ;
 при 
 при 

Приклад 9. Розв’язати рівняння 
Розв’язання.Задане рівняння рівносильне системі рівнянь:

Розв’яжемо квадратне рівняння . 
Квадратне рівняння матиме два корені при , адже 

Дослідимо існування знайдених коренів для умови з ОДЗ 
1)  - не є коренем початкового рівняння.
2) 
Відповідь.  

Приклад 10. Розв’язати рівняння 
Розв’язання. Спершу знайдемо ОДЗ рівняння:

Запишемо рівняння у вигляді . 
Оскільки ліва частина рівняння є число додатне (адже ), то:
1) при  рівняння розв’язків немає;
2) при  матимемо 




Перевіримо при яких значеннях а знайдений корінь задовольняє ОДЗ, тобто умову 
Відповідь.  


Приклад 11. Розв’язати рівняння  .
Розв’язання. Спершу визначимо ОДЗ рівняння:

Таким чином, необхідно дослідити, коли добуток  має додатне і від’ємне значення.
1.  Якщо , то  вираз  тобто додатний. Отже і тому . 
2.  Якщо , то вираз  , тобто від’ємний. Отже  і тому 
3.  Якщо , то із заданого рівняння знаходимо розв’язок .
Таким чином, задане рівняння має розв’язок тільки при а ≥ 0. 
Виконаємо рівносильні перетворення початкового рівняння.





Розв’язок  існує для усіх дійсних значень а. 
Друге рівняння  , має  розв’язок,  коли  

Розв’яжемо рівняння (1).


Утворене рівняння має корені при . Таким чином, значення  і  є розв’язками заданого рівняння при виконанні наступних умов:

Визначимо значення параметра а, при якому існують корені  та :

Відповідь.  при ;
при 

Приклад 12.  Розв’язати рівняння  .
Розв’язання. Проаналізуємо  спочатку можливі  значення параметра а. 
1) Якщо то вираз а це не припустимо. Тому при  рівняння розв’язків не має.
2) Якщо , томаємо єдиний розв’язок .
3) Якщо то виконаєморівносильні перетворення початкового рівняння, при умові, що 



Беручи до уваги, що при х > 0  і а > 0 вираз  , то розглянемо рівняння 




Другий корінь сторонній, тому що не задовольняє умові . Враховуючи умову , перший корінь існує, коли 

Відповідь: при ; 
 при;  
 при 

Приклад 13. Розв’язати рівняння 
Розв’язання. Проаналізуємо  спочатку можливі  значення параметра а.
1) Якщо   то рівняння коренів немає;
2) якщо   то 
3) якщо  то маємо систему:

а) При  система розв’язків немає;
б) при   тобто при   маємо:






звідки 
Оскільки  то корені  є сторонніми; при  то 
в) якщо  то маємо систему

Розв’яжемо рівняння: 



Відповідь.  при  або 
  при 
при 

Приклад 14. При яких значеннях параметра а рівняння має розв’язок?
Розв’язання. Виконаємо рівносильні перетворення заданого рівняння:

Утворене рівняння рівне нулю при умові, що кожен із доданків рівний нулю. Тому маємо систему рівнянь:

Відповідь. .

Приклад 15. Розв’язати рівняння  і знайти а, при яких усі корені рівняння додатні.
Розв’язання.  Розв’яжемо задане рівняння шляхом заміни: 
,тоді матимемо рівняння 


 звідки

Повернемось до заміни і знайдемо корені рівняння:
1) якщо  то ; 
2) якщо  то .
Тепер знайдемо  усі а при яких корені рівняння додатні.

Відповідь. ;
).

Приклад 16. При яких значеннях параметра а рівняння  має два корені?
Розв’язання.Задане рівняння рівносильне системі рівнянь:

Квадратне рівняння матиме два корені при умові, що . А це можливо при 
Знайдемо корені цього рівняння.


Перевіримо існування цих коренів при умові .
1)  врахувавши обмеження  одержимо 
2)  врахувавши обмеження  одержимо 
Відповідь. .

Приклад 17. При яких значеннях параметра а рівняння  має єдиний розв’язок?
Розв’язання.Задане рівняння рівносильне системі рівнянь:

Рівняння матиме один розв’язок при умові, що дискримінант квадратного рівняння  рівний нулю.

При  коренем рівняння буде число , яке задовольняє умову .
Існують і інші умови існування єдиного розв’язку рівняння (при умові, що ), коли один з розв’язків задовольняє ОДЗ (), а інший – ні. Зокрема розглянемо випадки:
1) 
2)
Відповідь. 

Приклад 18. При яких значеннях параметра а рівняння має єдиний розв’язок?
Розв’язання.Задане рівняння рівносильне системі рівнянь:
Рівняння матиме один розв’язок при умові, що дискримінант квадратного рівняння  рівний нулю.

При  коренем рівняння буде число , яке задовольняє умову .
Існують і інші умови існування єдиного розв’язку рівняння (при умові, що  ), коли один з розв’язків задовольняє ОДЗ (), а інший – ні. Зокрема розглянемо випадки:
1)2)
Відповідь. 

Приклад 19. При яких значеннях параметра а рівняння не має коренів?
Розв’язання.Задане рівняння рівносильне системі рівнянь: 

Квадратне рівняння не матиме коренів при умові, що . А це можливо при .
Нехай корені рівняння існують.

Перевіримо існування цих коренів при умові .
1) 
Тобто при  корінь  існує, а нам потрібно, щоб він не існував і це можливо при .
2) 
Відповідь. 



ПОКАЗНИКОВІ РІВНЯННЯ З ПАРАМЕТРАМИ
Еквівалентності для розв’язування показникових рівнянь.
І.   при  рівносильне сукупності  двох систем:

ІІ. У випадку, якщо , при ,   рівносильне сукупності двох систем:

ІІІ. Рівняння  при рівносильне рівнянню 

Розв’язати рівняння
Приклад 1.Розв’язати рівняння
Розв’язання.  Розв’яжемо показникове рівняння шляхом заміни  Одразу треба визначити, що 
Знаходимо корені допоміжного рівняння , які мають вигляд: .
Повернемось до заміни.
1) Рівняння , (1) має розв’язок при виконанні наступної умови .
Розв’язком рівняння (1) є: .
2) Рівняння , (2) має розв’язок при виконанні наступної умови звідки а набуває будь-яких значень крім нуля.
Розв’язком рівняння (2) є:.
Відповідь.  при
 при; 


Приклад 2.Розв’язати рівняння 
Розв’язання. Розв’яжемо показникове рівняння шляхом заміни  Одразу треба визначити, що 
Знаходимо корені допоміжного рівняння , які мають вигляд:

Повернемось до заміни.
1) Рівняння , (1) має розв’язок при виконанні наступної умови .
Розв’язком рівняння (1) є: .
2) Рівняння , (2) має розв’язок при виконанні наступної умови 
Розв’язком рівняння (2) є: 
Відповідь.   при
при;


Приклад 3. Розв’язати рівняння 
Розв’язання. Розв’яжемо показникове рівняння шляхом заміни  Одразу треба визначити, що 
Знаходимо корені допоміжного рівняння 


Розв’язки треба відкинути (вони не задовольняють умову ). Тому розв’язуємо наступне рівняння при  , повернувшись до заміни:



Знайдений корінь існує при виконанні наступних умов: 
Відповідь. ;


Приклад 4. Розв’язати рівняння 
Розв’язання. Виконаємо рівносильні перетворення у заданому рівнянні:


Утворене рівняння має розв’язок при виконанні умови .
Розв’язавши цю нерівність, знаходимо:  
У цьому випадку розв’язок рівняння (1) матиме вигляд:


Відповідь.  при ;


Приклад 5. Розв’язати рівняння 
Розв’язання. Виконаємо рівносильні перетворення заданого рівняння: 


Розглянемо такі випадки при :
1) Якщо 
2) Якщо ;
3) Якщо 
4) Якщо ;
5) Якщо 


при умові, що 
Відповідь.  при 

 при ; 
.
Приклад 6. Розв’язати рівняння 
Розв’язання.:  Одразу треба визначити, що.
Розв’яжемо проміжне рівняння: 


Повертаємось до заміни:
1) , що не задовольняє умову 
2)   якщо 
                                     якщо  то при  
                                                               при  
                                     якщо  то .
Відповідь. 
 при ;
 при 

Приклад 7. Розв’язати рівняння 
Розв’язання. Розв’яжемо задане рівняння шляхом заміни:   Одразу треба визначити, що
Розв’яжемо проміжне рівняння: 
Повертаємось до заміни:
1)  при 
                  при 
2) 
Відповідь. 



Приклад 8. Розв’язати рівняння 
Розв’язання. Спершу визначимо ОДЗ рівняння:
Розв’яжемо початкове рівняння на ОДЗ:

Розглянемо випадки:
1) при 
2) При 
Відповідь. 



Приклад 9. Розв’язати рівняння 
Розв’язання. Розв’яжемо задане рівняння шляхом заміни:  Одразу треба визначити, що
Розв’яжемо проміжне рівняння:





Розглянемо випадки відносно значення дискримінанту:
1) при 
2) при 

Повертаємось до заміни:
1) 
2)   при .
Залишається виключити а, при яких. Корінь  нас не цікавить, тому розглянемо лише корінь :


Відповідь.  


Приклад 10. Розв’язати рівняння 
Розв’язання. Розв’яжемо задане рівняння шляхом заміни:  Одразу треба визначити, що (тому що показник степеню від’ємний при усіх значеннях).
Розв’яжемо проміжне рівняння6 
Розглянемо випадки відносно значення дискримінанту:
1) при 
2) при 
Перевіримо при яких  виконується умова  існування коренів 
1)  при.
2)  при.
Повертаємось до заміни:
1)  при 
                                                   при 
2) 
Відповідь. 



Приклад 11. Розв’язати рівняння 
Розв’язування. У цьому прикладі  треба розглянути  значення параметра  при яких рівняння набуває різних виглядів.
1.  При а = – 1 дістаємо:, тобто рівняння не має змісту.
2.  При а = 1 рівняння перетворюється у тотожність: , тобто має розв’язком усі дійсні числа.
3.  При  початкове рівняння має розв’язок
Відповідь:  при 
 при ;
 при .

Приклад 12. Розв’язати рівняння 
Розв’язування. Розв’яжемо задане рівняння шляхом заміни . Одразу треба визначити, що,  та  (тому що показник степеню від’ємний при усіх значеннях). Знаходимо корені допоміжного рівняння , які мають вигляд:  
.
Перший розв’язок  треба відкинути (він не задовольняє умові). 
Тому розв’язуємо наступне рівняння:
. (1)
Воно має розв’язок при виконанні наступних умов:

Розв’язуючи  цю  систему  нерівностей,  знаходимо: .  У  цьому випадку розв’язок рівняння (1):




Відповідь:   при 
 при .


Випадки на визначення значень параметра, при яких
А) рівняння має один, два і т. д. корені.
Б) рівняння має тільки додатні чи від’ємні корені.
В) два рівняння рівносильні.

Приклад 1.При яких значеннях параметра а рівняння   має єдиний розв’язок?
Розв’язання. Розв’яжемо задане рівняння шляхом заміни:  Одразу потрібно визначити, що 
Розв’яжемо проміжне рівняння: 
Розглянемо наступні випадки:
 1) при  рівняння (1) матиме вигляд   Знайдений корінь задовольняє умову  і тому початкове рівняння має один розв’язок;
2) при  рівняння (1) матиме єдиний корінь коли  Корінь має вигляд  Знайдений корінь задовольняє умову  і тому початкове рівняння має один розв’язок;
3) один з коренів додатній (задовольняє умову ), а другий – від’ємний (не задовольняє умову ):  Згідно теореми Вієтта 
Відповідь. 

Приклад 2.При яких значеннях параметра а рівняння   має єдиний розв’язок?
Розв’язання. Розв’яжемо задане рівняння шляхом заміни: Одразу потрібно визначити, що 
Розв’яжемо проміжне рівняння: 
Розглянемо наступні випадки:
 1) при  рівняння (1) матиме вигляд   Знайдений корінь не задовольняє умову  і тому початкове рівняння не має в цьому випадку розв’язів;
2) при  рівняння (1) матиме єдиний корінь коли  Корінь має вигляд  Знайдений корінь не задовольняє умову  і тому початкове рівняння не має в цьому випадку розв’язів;
3) один з коренів додатній (задовольняє умову ), а другий – від’ємний (не задовольняє умову ):  Згідно теореми Вієтта 
Відповідь. 

Приклад 3.При яких значеннях параметра а рівняння   має єдиний розв’язок?
Розв’язання. Поділимо початкове рівняння на 




Розв’яжемо рівняння(1) шляхом заміни:  Одразу потрібно визначити, що 
Розв’яжемо проміжне рівняння: 
Розглянемо наступні випадки:
1) рівняння (2) матиме єдиний корінь коли  Корінь має вигляд  Знайдений корінь задовольняє умову  і тому початкове рівняння має в цьому випадку один розв’язок;
2) один з коренів додатній (задовольняє умову ), а другий – від’ємний (не задовольняє умову ):  Згідно теореми Вієтта
3) один з коренів додатній (задовольняє умову ), а другий – рівний нулю (не задовольняє умову ). Це можливо при  і корені матимуть вигляд:  Корінь  – задовольняє умову .
Відповідь. 

Приклад 4.При яких значеннях параметра а рівняння   має єдиний розв’язок?
Розв’язання. Розв’яжемо задане рівняння шляхом заміни:  Одразу потрібно визначити, що 
Розв’яжемо проміжне рівняння: 
Розглянемо наступні випадки:
1) рівняння (1) матиме єдиний корінь коли  Корінь має вигляд  Знайдений корінь задовольняє умову  і тому початкове рівняння має в цьому випадку один розв’язок;
2) один з коренів додатній (задовольняє умову ), а другий – від’ємний (не задовольняє умову ):  Згідно теореми Вієтта 
3) один з коренів додатній (задовольняє умову ), а другий – рівний нулю (не задовольняє умову ). Це можливо при 
А) при  коренями рівняння (1) є:   – не задовольняють умови  
Б) при  коренями рівняння (1) є:    – задовольняють умови 
Відповідь. 

Приклад 5.При яких значеннях параметра а рівняння   має єдиний розв’язок?
Розв’язання. Рівняння 
 (1) має єдиний розв’язок лише у таких випадках:
1) при  рівняння (1) матиме вигляд:  звідки 
2) при 
Відповідь. 

Приклад 6. При яких значеннях а рівняння  має єдиний корінь?
Розв’язання.
Запишемо рівняння у вигляді 
Звідси випливає, що   або 
Отже,  корінь рівняння. Цей корінь є єдиними, якщо рівняння  не має коренів або має єдиний корінь .
Виконаємо перетворення:

Права частина останнього рівняння задовольняє умову 
Отже, якщо , тобто , то рівняння коренів немає; 
якщо , тобто , то рівняння  має безліч коренів;
якщо , тобто , то рівняння  має один корінь .
Відповідь. При .

Приклад 7.При яких значеннях параметра а рівняння   має два різні корені?
Розв’язання. Розв’яжемо задане рівняння шляхом заміни:  Одразу потрібно визначити, що 
Маємо проміжне рівняння: 
Початкове рівняння матиме два різні корені, якщо рівняння (1) матиме два різні додатні корені, тобто 
Розв’яжемо рівняння (1) при 


Підставимо знайдені корені у систему:

Відповідь. 

Приклад 8.При яких значеннях параметра а рівняння  має лише додатні корені?
Розв’язання. На основі властивостей показникової функції з основою більшою за одиницю, маємо:  звідси



Відповідь. 






Умови існування розв’язків.
Потрібно встановити при яких значеннях параметра а рівняння мають або не мають розв’язків.

Приклад 1. При яких значеннях параметра а рівняння  має розв’язки?
Розв’язання. Спочатку розв’яжемо показникове рівняння шляхом заміни  Відразу треба визначити, що 
Знаходимо корені допоміжного рівняння:  які мають вигляд:

Визначимо значення параметра а, при яких існують корені , при умові :
1)  (1). Оскільки , то нерівність (1) не має змісту при .
 (2). Оскільки , то нерівність (2) має зміст при .
Відповідь. 

Приклад 2. При яких значеннях параметра а рівняння має розв’язки?
Розв’язання. Спочатку розв’яжемо показникове рівняння шляхом заміни  Відразу треба визначити, що 
Знаходимо корені допоміжного рівняння:  які мають вигляд:

Визначимо значення параметра а із сукупності нерівностей:

Відповідь. 

Приклад 3. При яких значеннях параметра а рівняння має розв’язки?
Розв’язання. Виконаємо рівносильні перетворення показникового рівняння:

 при умові, що 
Оскільки  при будь-якому значенні , то рівняння матиме розв’язки при умові, що 
Відповідь. 

Приклад 4. При яких значеннях параметра а рівняння має розв’язки?
Розв’язання. Запишемо показникові рівняння у вигляді сукупності рівнянь:

Корінь  існує при  корінь існує при 
Відповідь. 

Приклад 5. При яких значеннях параметра а рівняння  має розв’язки?
Розв’язання. Спочатку розв’яжемо показникове рівняння шляхом заміни  Відразу треба визначити, що  (тому що показник степеня від’ємний при будь-якому значенні х).
Знаходимо корені допоміжного рівняння:  які при  мають вигляд:

Визначимо значення параметра а, при яких існують корені , при умові :
1) 
2) Оскільки , то  не задовольняє умову .
Відповідь. 


Приклад 6. При яких значеннях параметра а рівняння  немає розв’язків?
Розв’язання. У цьому прикладі  треба розглянути  значення параметра  при яких рівняння набуває різних виглядів.
1) При  дістаємо: , а таке неможливо. Тому рівняння в цьому випадку розв’язків немає.
2) При  дістаємо:  Оскільки  то останнє рівняння немає розв’язку при  Розв’язавши цю нерівність маємо: 
Відповідь.  

Приклад 7. При яких значеннях параметра а рівняння  немає розв’язків?
Розв’язання. Спочатку розв’яжемо показникове рівняння шляхом заміни  Відразу треба визначити, що .
Знаходимо корені допоміжного рівняння:  які мають вигляд:

Рівняння  немає розв’язків при тобто

Відповідь. 

Приклад 8. При яких значеннях параметра а рівняння  немає розв’язків?
Розв’язання. Спочатку розв’яжемо показникове рівняння шляхом заміни  Відразу треба визначити, що 
Утворимо допоміжне рівняння: 
Для того, щоб не існувало коренів, потрібно, щоб  ,були не додатні. І зі теоремою Вієтта маємо:

Відповідь. 




ЛОГАРИФМІЧНІ РІВНЯННЯ З ПАРАМЕТРАМИ
Розв’язування рівнянь
Еквівалентності, які використовуються при розв’язуванні логарифмічних рівнянь.
1) Рівняння рівносильне системі:

2) Рівняння , при рівносильне системі:

3) Рівняння , при рівносильне рівнянню 



Приклад 1. Розв’язати рівняння 
Розв’язання. Спочатку знайдемо ОДЗ рівняння:

Виконаємо тотожні перетворення початкового рівняння на ОДЗ:

Знайдемо корені квадратного рівняння: 
Корінь  не задовольняє умову . 
Корінь  (при ), тобто задовольняє ОДЗ.
Відповідь.  при 
 при 


Приклад 2. Розв’язати рівняння 
Розв’язання. Спочатку знайдемо ОДЗ рівняння:

Виконаємо тотожні перетворення початкового рівняння на ОДЗ: 
Знайдений корінь задовольняє ОДЗ.
Відповідь.  при 
 при 

Приклад 3. Розв’язати рівняння
Розв’язання. Спочатку знайдемо ОДЗ рівняння:

Виконаємо тотожні перетворення початкового рівняння на ОДЗ: 
Корінь  не задовольняє умову . 
Корінь  (при ), тобто задовольняє ОДЗ.
Відповідь.  при 
 при 

Приклад 4. Розв’язати рівняння
Розв’язання. Спочатку знайдемо ОДЗ рівняння:

Виконаємо тотожні перетворення початкового рівняння на ОДЗ: 
Розв’яжемо рівняння (1) шляхом заміни .
Знаходимо корені допоміжного рівняння  які мають вигляд: 
Повернемось до заміни:
1)  – задовольняє ОДЗ.
2)  – задовольняє ОДЗ.
Відповідь.  при 
 при 

Приклад 5. Розв’язати рівняння 
Розв’язання. Спочатку знайдемо ОДЗ рівняння:

Виконаємо тотожні перетворення початкового рівняння на ОДЗ:

Розглянемо наступні випадки:
1) Якщо  то  і рівняння (1) розв’язків немає.
2) Якщо  то  і рівняння (1) матиме розв’язок: 
Відповідь.  при 
 при 


Приклад 6. Розв’язати рівняння 
Розв’язання. Спочатку знайдемо ОДЗ рівняння:

Виконаємо тотожні перетворення початкового рівняння на ОДЗ:

 (1).
Розглянемо наступні випадки, розкривши знак модуля:
1) Якщо  то знаходимо корені рівняння  які мають вигляд: , які існують при умові  Врахувавши ОДЗ, корені існують при  і належать проміжку 
2) Якщо  то знаходимо корені рівняння  які мають вигляд: , які існують при умові  Врахувавши ОДЗ, корені існують при . Корінь  тому не належить проміжку  Корінь  для будь-якого .
Відповідь.  при 
при 

Приклад 7. Розв’язати рівняння 
Розв’язання
Задане рівняння рівносильне системі:

Якщо , то  якщо  то коренів немає.
Відповідь.  , при ;
, при 

Приклад 8. Розв’язати рівняння 
Розв’язування. Знаходимо спочатку ОДЗ рівняння:

Розв’язуємо рівняння: 
Значення  задовольняє ОДЗ, коли  .
Відповідь:  при 

Приклад 9. Розв’язати рівняння 
Розв’язання. ОДЗ рівняння: 
Розв’яжемо дане рівняння шляхом заміни  тоді рівняння набуває вигляду: звідки 
Повертаємось до заміни:
1), при будь-якому і задовольняє ОДЗ.
2)при будь-якому і задовольняє ОДЗ.
Відповідь. , при 

Приклад 10. Розв’язати рівняння 
Розв’язання. Спочатку знайдемо ОДЗ рівняння:

Розв’яжемо початкове рівняння на ОДЗ:

Коренями утвореного рівняння є:
при a
Вияснимо при яких а існують корені рівняння.
1) Корінь 
Виключимо ті значення кореня  при яких .

2) Корінь не є розв’язком початкового рівняння, адже  не задовольняє умову 
Відповідь.при 
 при 

Приклад 11. Розв’язати рівняння 
Розв’язання.Виконаємо рівносильні перетворення початкового рівняння:

Утворене рівняння рівносильне системі:

Розв’яжемо рівняння залежно від параметра a:
1) при рівняння матиме вигляд  і множиною розв’язків рівняння є проміжок ;
2) при 
Підставимо корінь  у нерівність . Маємо:
оскільки , то 
Відповідь. при 
при 
при 

Приклад12. Розв’язати рівняння
Розв’язання. Спочатку знайдемо ОДЗ рівняння:

Розв’яжемо початкове рівняння на ОДЗ:



Оскільки , то 
Врахувавши, що  маємо .
Відповідь.при 
 при 

Приклад13. Розв’язати рівняння
Розв’язання. Спочатку знайдемо ОДЗ рівняння:

Розв’яжемо початкове рівняння на ОДЗ:


 (1)
Коренями рівняння (1), при є:

Корінь  не задовольняє умови  з ОДЗ і тому не є коренем початкового рівняння.
Корінь  задовольняє ОДЗ і тому є коренем початкового рівняння.
Відповідь.при 


Приклад14. Розв’язати рівняння
Розв’язання. Спочатку знайдемо ОДЗ рівняння:

Розв’яжемо початкове рівняння на ОДЗ:
 (1)
Розглянемо випадки: 
1) Якщо то рівняння (1) має коренем: і не задовольняє ОДЗ.
2) Якщо то рівняння (1) має корені, при 

Перевіримо при яких , корені належать ОДЗ.
1)  – нерівністьсправедлива при 
2)  – справедлива при 
Відповідь. при 
при 


Приклад15. Розв’язати рівняння
Розв’язання. Спочатку знайдемо ОДЗ рівняння:

Розв’яжемо початкове рівняння на ОДЗшляхом заміни :

Повернемось до заміни розглянувши випадки: 
1) Якщо то
2) Якщо то

Відповідь. при 
при ;
при .

Приклад16. Розв’язати рівняння
Розв’язання. Спочатку знайдемо ОДЗ рівняння:

Розв’яжемо початкове рівняння на ОДЗ:


Відповідь. при 
при .



Випадки на визначення параметра при якому:
1) рівняння має один, два, три, чотири розв’язки;
2) рівняння рівносильні.

Приклад 1. При яких значеннях параметра а рівняння має єдиний розв’язок?
Розв’язання. Спершу знайдемо ОДЗ рівняння:

Виконаємо рівносильні перетворення початкового рівняння:
 (1)
Розглянемо два випадки:
1) Для того, щоб існував один корінь рівняння (1), потрібно, щоб 

При  рівняння (1) має коренем число , яке не є коренем початкового рівняння, оскільки не задовольняє ОДЗ.
При  рівняння (1) має коренем число , яке є коренем початкового рівняння, адже задовольняє ОДЗ.
2) Рівняння має два корені, один з яких не належить ОДЗ. Значення параметра а знайдемо з умови При таких а лише один із коренів рівняння (1) є розв’язком початкового рівняння.
Відповідь. 

Приклад 2. При яких значеннях параметра а рівняння має єдиний розв’язок?
Розв’язання. Спершу знайдемо ОДЗ рівняння:

Виконаємо рівносильні перетворення початкового рівняння:
 (1)
Розглянемо два випадки:
1) Для того, щоб існував один корінь рівняння (1), потрібно, щоб 

При  рівняння (1) має коренем число , яке є коренем початкового рівняння, адже задовольняє ОДЗ.
2) Рівняння має два корені, один з яких не належить ОДЗ. Значення параметра а знайдемо з умови При таких а лише один із коренів рівняння (1) є розв’язком початкового рівняння.
Дослідимо корені рівняння(1) при
А) Корінь  не задовольняє ОДЗ.
Б) Корінь  не задовольняє ОДЗ.
Відповідь. 

Приклад 3. При яких значеннях параметра а рівняння має єдиний розв’язок?
Розв’язання. Спершу знайдемо ОДЗ рівняння:

Виконаємо рівносильні перетворення початкового рівняння:
 (1)
Розглянемо два випадки:
1) Для того, щоб існував один корінь рівняння (1), потрібно, щоб 

При  рівняння (1) має коренем число , яке є коренем початкового рівняння, адже задовольняє ОДЗ.
При  рівняння (1) має коренем число , не є коренем початкового рівняння, адже не задовольняє ОДЗ.
2) Рівняння має два корені, один з яких не належить ОДЗ. Значення параметра а знайдемо з умови При таких а лише один із коренів рівняння (1) є розв’язком початкового рівняння.
Дослідимо корені рівняння(1) при
А) Корінь  не задовольняє ОДЗ.
Б) Корінь  не задовольняє ОДЗ.
Відповідь. 

Приклад 4. При яких значеннях параметра а рівняння має два корені рівняння?
Розв’язання. 
Виконаємо рівносильні перетворення початкового рівняння:
 (1)
Розв’яжемо рівняння (1) шляхом заміни:  Маємо рівняння:
(2)
Рівняння (1) матиме два розв’язки при умові, що рівняння (2) матиме два додатні корені. Рівняння (2) буде мати два додатні корені при виконанні умов системи:

Зауваження. Значення параметра а можна було знайти із системи: 
Відповідь. 

Приклад 5. Визначити число коренів рівняння 
Розв’язання. Спершу знайдемо ОДЗ рівняння:

Виконаємо рівносильні перетворення початкового рівняння:


 (1)
Рівняння (1) має розв’язки, при 

Якщо то 0 і  – єдиний розв’язок рівняння.
Виключимо корені при умові . При  корінь  не належить ОДЗ, а корінь  –єдиний розв’язок рівняння.
Відповідь. рівняння має два розв’язки;
рівняння має один розв’язок;
рівняння розв’язків немає;

Приклад 6. При яких значеннях а рівняння  має один корінь?
Розв’язання.
Задане рівняння рівносильне сукупності:

Відповідь. При 

Приклад 7. При яких значеннях параметра а рівняння  має чотири корені?
Розв’язання. Розв’яжемо задане рівняння шляхом заміни:  Маємо рівняння:

Початкове рівняння матиме чотири корені, якщо рівняння (1) має два різні додатні корені. Значення параметра а знайдемо із системи:

Відповідь. 

Встановити при яких значеннях параметра а:
1) рівняння мають або не мають розв’язків;
2) корені рівняння задовольняють певні умови.

Приклад 1. При яких а рівняння має розв’язки?
Розв’язання. Оскільки  а  то рівняння може існувати лише тоді, коли 
Відповідь. .

Приклад 2. При яких а рівняннямає розв’язки?
Розв’язання. Спочатку визначимо ОДЗ рівняння:

Виконаємо рівносильні перетворення початкового рівняння:


Розглянемо випадки:
1) , рівняння матиме вигляд:
звідки при 
Перевіримо, чи задовольняють вирази  умову
А) якщо , то –не задовольняє умову;
Б) якщо , то – задовольняє умову при;
2) , рівняння матиме вигляд:
звідки при 
Перевіримо, чи задовольняють вирази  умову
А) якщо , то –не задовольняє умову при ;
Б) якщо , то – задовольняє умовупри 
Відповідь. 

Приклад 3. При яких а рівняннямає розв’язки?
Розв’язання. Спочатку визначимо ОДЗ рівняння:

Виконаємо рівносильні перетворення початкового рівняння:

Оскільки то 
Аналогічно то 
Сума двох не додатних чисел рівна нулю тільки тоді, коли кожен з них рівний нулю. Перший доданок перетворюється у нуль при: 
Другий доданок перетворюється у нуль при:  але корінь  не задовольняє ОДЗ.
Відповідь. .

Приклад 4. При яких а рівняннямає розв’язки?
Розв’язання. Спочатку визначимо ОДЗ рівняння:

Виконаємо рівносильні перетворення початкового рівняння:





Перевіримо існування знайденого кореня на ОДЗ.




Відповідь. .

Приклад 5. При яких значеннях параметра а рівняннямає розв’язки?
Розв’язання. Спочатку визначимо ОДЗ рівняння:

Виконаємо рівносильні перетворення початкового рівняння:

Рівняння (1) має розв’язки при 

Перевіримо існування знайдених коренів на ОДЗ.
Корінь 
Виключимо умову : 
Корінь не задовольняє умову  і тому не є коренем початкового рівняння.
Відповідь. .


Приклад 6. При яких значеннях параметрів аіb рівняннямає розв’язки?
Розв’язання. Спочатку визначимо ОДЗ рівняння:

Виконаємо рівносильні перетворення початкового рівняння:


Рівняння (1) має розв’язки при 

Перевіримо існування знайдених коренів на ОДЗ.
Згідно теореми Вієтта корені –додатні, адже

Обидва корені задовольняють умову .
Відповідь. .


Приклад 7. Знайти найбільше значення параметра а, при якому  рівняннямає розв’язки?
Розв’язання. Спочатку визначимо ОДЗ рівняння:
Розв’яжемо початкове рівняння шляхом заміни: 

Потрібно знайти найбільше значення параметра а, при якому квадратне рівняння (1) має невід’ємні розв’язки. Із того, що При найбільшому  рівняння (1) має корінь t>0. Отже  задовольняє умову задачі.
Відповідь. .

Приклад 8. При якому значенні параметра а рівнянняне має розв’язків?
Розв’язання. Спочатку визначимо ОДЗ рівняння:

Виконаємо рівносильні перетворення початкового рівняння і розв’яжемо його: Перевіримо існування знайденого кореня на ОДЗ.
Корінь  існує при При всіх інших рівняння не має розв’язків.
Відповідь. .

Приклад 9. При якому значенні параметра а рівнянняне має розв’язків?
Розв’язання. Спочатку визначимо ОДЗ рівняння:

Виконаємо рівносильні перетворення початкового рівняння: 
Рівняння (1) розв’яжемо шляхом заміни: 

Утворене рівняння має розв’язки при 
Корінь при будь-якому , що задовольняє умову . А це означає, що початкове рівняння при  має розв’язки.
Якщо  то і рівняння (1) і відповідно початкове рівняння розв’язківнемають.
Відповідь. 

Приклад 10. Знайти усі значення х, які задовольняють рівняння при будь-якому значенні параметра а.
Розв’язання. 
Оскільки нам потрібно знайти значення х, які задовольняють рівняння при будь-яких а, то розв’яжемо початкове рівняння при деякому фіксованому а, а потім перевіримо чи будуть знайдені значення х розв’язками при будь-якому а.
Нехай Одержимо , звідки 
1) При , маєморівність Ліва частина цього рівняння не має змісту якщо тобто  не задовольняє умову.
1) При , маємо рівність  яка справедлива при будь-якому а.
Відповідь. 
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